
И звест ия ВГПУ, № 1 (2 7 0 ), 2016. • Ест ест венные науки

УДК 539.2

ОСОБЕННОСТИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ВОЛНЫ С ТОЧЕЧНЫМ ДЕФЕКТОМ 
В СРЕДЕ С ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
ДИСПЕРСИЕЙ__________________________

САВОТЧЕНКО Сергей Евгеньевич,
доктор физико-математических наук, профессор кафедры естественно-математического образования 
и информационных технологий,
Белгородский институт развития образования

АННОТАЦИЯ. Предложена новая модель точечного дефекта, учитывающего дальнодействующие силы 
межатомного взаимодействия в среде с пространственной дисперсией. В рамках модели на основе урав­
нения Шредингера с модифицированным короткодействующим потенциалом получен спектр квазило­
кальных состояний. Показано, что существует два вида локализованных вблизи дефекта состояний, 
переходящих из обычных в обобщенные в зависимости от значения энергии волны.
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PECULIARITIES OF THE WAVE INTERACTION WITH A POINT DEFECT 
IN THE MEDIUM WITH SPATIAL DISPERSION

ABSTRACT. Taking into account the long-range interatomic forces, a new model of point defect in the medium 
with spatial dispersion is proposed. Spectrum of quasi-localized states is derived in within the framework of the 
model basing on Schrodinger equation with modified long-range potential. It has been shown that there are two 
kinds of states localized near the defect, transferring from ordinary into generalized depending on the value of the 
wave energy.
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К ак известно из теории полупроводников, 
закон дисперсии носителей заряда является 
непараболическим и может рассматриваться 

параболическим лишь в малой окрестности дна 
первой зоны Бриллюэна [1]. Вблизи потолка ва­
лентной зоны полупроводниковых кристаллов на 
основе германия, кремния и арсенида галлия, где 
имеется касание двух зон, закон дисперсии элек­
трона вблизи экстремума записывается в корневом 
виде. Законы дисперсии биквадратного вида ис­
пользуются для описания низкоэнергетических уча­
стков энергетического спектра электронов и дырок 
в ряде полупроводниковых кристаллов, что под­
тверждается не только теоретическими расчетами, 
но экспериментальными данными [2]. Например, 
для невырожденных зон как электронов, так и ды­
рок кристалла In4Se3 в окрестности запрещенного 
энергетического промежутка зависимость энергии 
от волнового вектора k=(kx, ky, kz) соответствует 
закону дисперсии
E(k) -  E0 + axkl  + ауК  + a zk2z + РхК  + РуК  + PzK  ,
где \аt << \Pt , i=x, y, z. Закон дисперсии такого
вида применятся для описания целого ряда полу­
проводниковых кристаллов с химическим составом 
на основе индия и селена. В связи с этим становят­

где U0 и V0 -  параметры дефекта. Можно сказать, 
что потенциал (2) учитывает влияние дефекта по­

ся актуальными вопросы изучения особенностей 
процессов рассеяния электронов на точечных де­
фектах в кристаллах с законами дисперсии, откло­
няющимися от параболического.

Рассмотрим проблему взаимодействия волны с 
точечным дефектом в среде с пространственной 
дисперсией при учете дальнодействующих сил меж­
атомного взаимодействия на примере простой одно­
мерной модели, основанной на стационарном урав­
нении Шредингера ГЗ; 41:

Еф = --Ф " +-Вф(-̂  + и(х)ф’ (1)
где волновая функция ц  описывает поведение вол­
ны (или квазичастицы) с энергией Е, в единицах, в 
которых постоянная Планка и эффективная масса 
равны 1. Закон дисперсии свободно распростра­
няющейся волны: E = k2/2  + ^k4/2 , где k -  волновое 
число, пространственная дисперсия среды характе­
ризуется параметром в.

Потенциал точечного дефекта, расположенного в 
начале координат, с целью согласования порядка 
малости взаимодействия в среде с пространственной 
дисперсией должен фактически представлять собой 
обобщение разложения короткодействующего по­
тенциала в окрестности точки х=0:

(2)

средством не только ближайших соседей в решетке, 
но и вторых соседей в коротковолновом прибли-
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жении, то есть при переходе от дискретной модели 
среды к континуальному описанию. Подстановка (2)

в (1) приводит к основному уравнению модели:

щпЕф 2Ф 2
где введен параметр ц = V0/U0. Уравнение (3) при­
менимо в условиях малости величин kfi << 1 и 
kn << 1.

Далее необходимо сформулировать систему гра­
ничных условий к дифференциальному уравнению 
четвертого порядка (3). Первое условие является 
традиционным требованием непрерывности волно­
вой функции всюду на числовой оси:

u t И (3)

, (4)
где использовано обозначение скачка функции в
точке: [ / " ] а  =  / " ( " Ь й )  — f  ( — й } .

Если непосредственно проинтегрировать уравне­
ние (3) по х  на малом интервале [-s; s] и устремить 
s к нулю (то есть проинтегрировать вблизи точки 
х = 0), то получится условие:

Если умножить уравнение (3) на х2 и также 
проинтегрировать его по х на малом интервале 
[-s; s], учитывая свойства дельта-функции, а затем 
устремить s к нулю, то получится новое условие:

« 0  = (6)

Таким образом, получен полный набор гранич­
ных условий (4)-(7) к уравнению (3). Если выраже­

(5)
где введено обозначение % = ц/ft. Если теперь умно­
жить уравнение (3) на х  и также проинтегрировать 
его по х  на малом интервале [-s; s], учитывая свой­
ства дельта-функции, а затем устремить s к нулю, 
то получится еще одно условие:

+  Ф ’ ( (7)

ние (6) подставить в условие (5), то его можно пе­
реписать в виде:

-2 .U 0
Важным аспектом является корректный пре­

дельный переход от рассматриваемой модели (3)-(7) 
к модели среды с точечным дефектом без диспер­
сии, которая, как известно, описывается уравнени­
ем:

'J -J  (9)
с требованиями непрерывности волновой функции 
(4) и скачка ее производной:

Закон дисперсии свободно распространяющейся 
волны для уравнения (9): E = k2/2.

Очевидно, что уравнение (9) получается из (3) 
при в ^  0 и ц ^  0. Однако для перехода к условию 
(10) из (6) должно выполняться дополнительное 
требование % ^  -1 при в ^  0 и ц ^  0. При выпол-

(8)
нении данного требования такой предельный пере­
ход как из условия (5), так и из условия (6) дает 
согласованный результат. Случай системы с точеч­
ным дефектом с внутренней структурой в среде без 
пространственной дисперсии был подробно проана­
лизирован в [5].

Рассмотрим теперь два частных случая, соответ­
ствующих симметричным и антисимметричным 
состояниям, существование которых в силу симмет­
рии, рассматриваемой в данной модели системы, 
возможно.

Симметричное состояние описывается четной 
волновой функцией ц/8(-х) = ц/а(х). Для такой функ­
ции условия (4) и (7) выполняются автоматически, 
а условия (6) и (8) упрощаются и переходят в вы­
ражения:

(11)

Антисимметричное состояние описывается не­
четной волновой функцией ц/а(-х) = - у а(х). Для та­
кой функции непрерывными становятся первая и 
третья производные в точке х=0, что соответствует 
равенству нулю скачков производ-

0 О ' а. - — L' . В силу
этого условия (4) и (7) упрощаются и переходят в 
выражения:

Фа ( + 0 ) = (13)
Фа (+ 0 ) = (14)

Используя полученные условия, можно проана­
лизировать возможные состояния во всем энергети-

(12)

ческом спектре [6; 7]. При E > 0 в рассматриваемой 
системе существуют симметричные и антисиммет­
ричные квазилокальные состояния, характеризуе­
мые двумя компонентами волновой функции, для 
одной из которых волновое число вещественное

k=k,

другой -  мнимое

k 2 = iq 'C [  ^ Т П  V / /^ • Вол­
новая функция квазилокальных симметричных со­
стояний имеет вид:

ных и

а для
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Bseqx, X < О 

Bse qxt х > О,
(15)

£  Ua COS

где Аа, Bs -  амплитуды, ер— фаза, определяемые 
энергией Е и параметрами уравнения (3). Подста-

Bs = As (k sin (ps
Подобным образом получается дисперсионное 

соотношение, связывающее фазу с энергией Е и 
параметрами уравнения (3), которое определяет 
непрерывный спектр квазилокальных состояний 
симметричного вида:

ft K k2 + д2Х д - Ш - и о(.1 + 0
B<Ps U0 q(l + f) -  ij(k2 + q2)(q -  f[/0) '

Из (17) при £ = 0, но в ф 0 получается приведен­
ное в [6] дисперсионное соотношение, соответст­
вующее спектру квазилокальных симметричных 
состояний в среде с пространственной дисперсией в

новка (15) в условия (11) и (12) позволяет получить 
связь:

-  :. (16)
потенциалаполе короткодействующего 

дефекта при V0 = 0.
Волновая функция квазилокальных 

метричных состояний имеет вид:

точечного

антисим-

х < О
(18)

a Ф а
где Аа, Ва -  амплитуды, pa-  фаза, определяемые 
энергией Е и параметрами уравнения (3). Подста­
новка (18) в условия (13) и (14) позволяет получить 
связь между амплитудами:

В а — А-а _, (19)
Аналогично получается дисперсионное соотно­

шение, связывающее фазу с энергией Е и парамет­
рами уравнения (3), которое определяет непрерыв­
ный спектр квазилокальных состояний антисим­
метричного вида:

k 2 +  q 2
Из (20) видно, что при V0 = 0 антисимметрич­

ных квазилокальных состояний не существует, что 
согласуется с выводами [3] для среды с пространст­
венной дисперсией в поле короткодействующего 
потенциала точечного дефекта.

х > О,
При E < 0 в среде с пространственной дисперси­

ей при наличии точечного дефекта с учетом разло­
жения потенциала (2) существует два вида локали­
зованных состояний, причем в зависимости от зна­
чения энергии локализованные состояния могут 
быть обычными и обобщенными. Обычные локали­
зованные состояния описываются волновой функ­
цией вида ц ~ exp(-qx) с вещественным декремен­
том затухания q, а обобщенные локализованные 
состояния характеризуются комплексным декре­
ментом затухания q = -  у + iQ с волновой функцией 
вида ц ~ exp(-yx)cos(Qx).

В интервале энергий -E m < E < 0 декременты за­
туханий обоих ветвей вещественные, определяющие 
обычные локализованные состояния. Симметричное 
относительно расположения дефекта состояние опи­
сывается четной волновой функцией:

где 0.1,2 ~  & m ± V  ~  2 | £ | / / ? .  Подста­
новка (21) в условия (11) и (12) позволяет получить

дисперсионное соотношение, определяющее уровни 
локализованных состояний симметричного вида:

4 2 ' =  0.
Константы в (21) связаны соотношением:

(23)

(22)

Антисимметричное локализованное состояние 
описывается нечетной волновой функцией:

-  L2eq*x, х < 0  
+ L2e~q2X, х > О,

(24)

Подстановка (24) в условия (13) и (14) позволяет 
получить дисперсионное соотношение, определяю­
щее уровни локализованных состояний антисим­
метричного вида:

(25)

Константы в (24) связа " Естественные науки

При дальнейшем уменьшении энергии происхо­
дит переход от обычных локализованных состояний
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к обобщенным. При E < —Em две компоненты вол­
новых функций обобщенных локализованных со­
стояний имеют комплексные декременты затуха­
ния:

г д е / —  ( ( ( 2 1 ^  I / / ? ) 1 -■2 +  к 4 ) / 2 ) 1

п = т т т ^  - к ^ / г у г *

2
Симметричное обобщенное локализованное со- 

(26) стояние описывается четной волновой функцией:

(27)

где фаза S определяется соотношением: 
e 2iS _  ~  f U °

Ч2 ~  % Uо
Уровни энергии симметричных обобщенных ло­

кализованных состояний определяются дисперсион-

Е/0(1 + О + 2/ЗуСу1 2 3 4 5 6 7 + П2 -
Антисимметричное обобщенное локализованное со­

стояние описывается нечетной волновой функцией:

ным соотношением, полученным после подстановки 
(27) в условия (11) и (12):

=  о .  (28)

ух sin
Подстановка (29) в условия (13) и (14) позволяет 

получить уровни энергии антисимметричных обоб­
щенных локализованных состояний, определяемые 
дисперсионным соотношением:

Из (25) и (30) следует, что антисимметричные 
локализованные состояния, как обычные (24), так и 
обобщенные (29), могут существовать только при
U  < 0.

Таким образом, дальнодействующие силы меж­
атомного взаимодействия в среде с пространствен­
ной дисперсией описаны модификацией коротко­
действующего потенциала, моделирующего точеный 
дефект. В результате была получена новая система

(29)

граничных условий для уравнения Шредингера с 
пространственной дисперсией и таким модифициро­
ванным потенциалом. Показан корректный пре­
дельный переход к случаю среды без дисперсии с 
короткодействующим потенциалом. Установлено, 
что при наличии точечного дефекта в среде с дис­
персией при учете дальнодействующих сил меж­
атомного взаимодействия возможно существование 
локализованных состояний двух видов симметрии с 
двумя типами затухания (монотонного -  обычные и 
осциллирующего -  обобщенные), а также квазило­
кальных состояний двух видов симметрии.
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